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 چکیده

کمانی از جمله پردازد. اختیارهای رنگین پرش مرتون می-کمانی دو ساامه در چارچوب مدل پخ گذاری اختیار معامله اروپایی رنگینارزشاین پژوه  به  

زار مناسبی  قطعیت، ابهای مالی پیچیده و دارای عدم رو، در محیطها به رفتار مشترک دو دارایی پایه وابسته است و ازاین اند که ارزش آن مشتقات چنددارایی 

های ساختاری  های ناگاانی و شوک های کلاسیک مبتنی بر نوسانات پیوسته، جا  آیند. با توجه به اینکه مدل برای سنج  و مدیریت ریسک به شمار می 

بسته برای  های شبه فرمول های قیمتی استفاده شد. بر این اساس،  کردن پرش کنند، در این مطالعه از مدل مرتون برای لحاظ خوبی منعکس نمی قیمت را به

هم دارایی  دو  بیشینه  و  کمینه  بر  مبتنی  فرمول اختیارهای  دقت  ارزیابی  عددی،  تحلیل  برای  همچنین  گردید.  استخراج  حساسیت بسته  محاسبه  و  ها  ها 

های پیشناادی از همگرایی مطلوب و دقت  کارلو باره گرفته شد. نتایج عددی نشان داد که فرمول سازی مونت ها(، از روش تفاضلات متناهی و شبیه)یونانی 

اثر  بستگی میان داراییپذیری، همتر سازگاری مناسبی دارند. افزون بر این، نوسان های عددی پیچیده بالایی برخوردارند و با روش  ها و شدت وقوع پرش، 

تواند چارچوبی کارآمد و  پرش مرتون می -دهد که مدل پخ نشان می های پژوه   ای بر ارزش اختیار معامله دارند. در مجموع، یافتهکنندهمعنادار و تعیین 

سازی مبتنی بر ویژه برای تصمیمهای مالی ناپایدار فراهم آورد. این چارچوب، بهگذاری مشتقات چنددارایی و تحلیل ریسک در محیطگرایانه برای قیمتواقع 

 یت کاربرد بالایی دارد. های پیچیده و چندمنبعی، قابلداده و مدیریت ریسک در پروژه 

پرش مرتون، حکمرانی شار هوشمند، روش تفاضلات متناهی، مدیریت ریسک، مشتقات مالی -کمانی، مدل پخ اختیار معامله رنگین   :واژگان کلیدی

 چنددارایی.
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Abstract 

This study addresses the valuation of a two-asset European rainbow option within the framework of Merton’s jump-diffusion 

model. Rainbow options are among multi-asset derivatives whose value depends on the joint behavior of two underlying 

assets; therefore, in complex and uncertain financial environments, they are regarded as appropriate instruments for measuring 

and managing risk. Given that classical models based on continuous fluctuations do not adequately reflect sudden jumps and 

structural price shocks, Merton’s model was employed in this study to incorporate price jumps. On this basis, quasi-closed-

form formulas were derived for options written on the minimum and maximum of two correlated assets. In addition, the finite 

difference method and Monte Carlo simulation were used for numerical analysis, evaluation of the formulas’ accuracy, and 

computation of sensitivities (the Greeks). The numerical results showed that the proposed formulas possess desirable 

convergence and high accuracy, and exhibit suitable consistency with more complex numerical methods. Moreover, volatility, 

the correlation between the assets, and the intensity of jump occurrence have a significant and decisive effect on option value. 

Overall, the research findings indicate that Merton’s jump-diffusion model can provide an efficient and realistic framework for 

pricing multi-asset derivatives and analyzing risk in unstable financial environments. This framework is especially highly 

applicable to data-driven decision-making and risk management in complex, multi-source projects. 

Keywords: Rainbow Option, Merton Jump-Diffusion Model, Smart City Governance, Finite Difference Method, Risk 

Management, Multi-Asset Derivatives. 
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 مقدمه  3

هایی  های فیزیکی و خدمات عمومی نیستند، بلکه به سامانهزیرساختای از  ویژه در بستر تحولات فناورانه، دیگر تناا مجموعه امروز، بهشارهای  

 Batty)    .گیری در زمان واقعی جریان داردها اطلاعات، انرژی، سرمایه و تصمیماند که در آن پیوسته تبدیل شدهشدت به همپیچیده، پویا و به

;et al., 2012Kitchin, 2014(  فناوری از  استفاده  به  تناا  بستری، مفاوم شار هوشمند  نوین در حملدر چنین  یا  های  انرژی، سلامت  ونقل، 

ی،  ها را شناسایقطعیتای که بتواند عدمگیری نوعی حکمرانی هوشمند است؛ حکمرانیشود، بلکه مستلزم شکلخدمات الکترونیک محدود نمی

از این    . (Meijer & Bolívar, 2016; Nam & Pardo, 2011)صورت کارآمد تخصیص دهد  ها را مدیریت، و منابع محدود شاری را به ریسک 

پی  از  یکی  مالی  منظر،  و  تحلیلی  ابزارهای  از  برخورداری  هوشمند،  شار  حکمرانی  ریسکنیازهای  با  مواجاه  برای  و  مناسب  پیچیده  های 

ابعاد فیزیکی و فناورانه در پژوه  ابعاد مالی و تحلیلچندبعدی است. با این حال، با وجود گستردگی  های  های سنج  ریسکهای شاری، 

لازم پویایی  فاقد  سنتی  سازوکارهای  و  مانده  مغفول  همچنان  هوشمند  شارهای  مالی  حکمرانی  هسته  در  با    چندگانه  همگامی  برای 

در اقتصاد شاری و مدیریت    سازد.ها هستند؛ امری که ضرورت بازنگری در ابزارهای پشتیبان تصمیم را دوچندان میهای این سامانهپیچیدگی

از عدمهوشمند، تصمیم اولیه گرفته تا تغییرات تها مواجهاطمینانگیران با طیف وسیعی  انرژی و مواد  از نوسانات قیمت  های  قاضا، شوکاند؛ 

بازارهای مالی و حتی ریسک زنجیره تأمین، ریسک اقلیمی، نوسانات  از سرمایههای  پروژههای ناشی   ,Angelidou)  های زیرساختیگذاری در 

;2015 (Albino et al., 2015 ونقل عمومی،  هایی مانند حملهای سنگینی در حوزهگذاریشارها برای توسعه پایدار و هوشمند، ناگزیرند سرمایه

پاک، ساختمانشبکه  انرژی  انجام دهند.و سامانههای هوشمند، زیرساخت داده،  های  افق زمانی  گذاریاین سرمایه  های دیجیتال  با  ها معمولاً 

سازی در حکمرانی سازی و کنترل کنند، برای تصمیماند. بنابراین، وجود ابزارهایی که بتوانند ریسک را کمیمراهبلندمدت و بازدهی نامطمئن ه

 .شاری اهمیت بنیادین دارد

 (Caragliu et al., 2011(OECD, 2019;.   پی برای  ابزار کمی دقیق  در  فقدان یک  ناکارآمدی  به  به طور مستقیم  نوسانات،  و کنترل  بینی 

پروژه نرخ شکست  افزای   و  منابع  نبود مدلشود، چرا که تصمیمهای کلان شاری منجر میتخصیص  در  ریسک،  گیران  ارزیابی  پویای  های 

تحلیل بر  تکیه  به  خواهندناگزیر  غیراستوار  و  ایستا  به  بود.  های  مالی،  مشتقه  ابزارهای  میان،  این  ویژهدر  جایگاه  معامله،  اختیار  در ویژه  ای 

سرمایه به  معامله  اختیار  دارند.  ریسک  تصمیممدیریت  ناادهای  و  میگذاران  امکان  قیمتگیر  نامطلوب  نوسانات  برابر  در  تا  خود دهد  از  ها 

فرصت از  حال  عین  در  و  کنند  بازارمحافظت  سودآور  ببرند    های  و    (.Hull, 2022)باره  اقتصادی  تصمیمات  که  نیز  هوشمند  شار  در 

ها، و  گذاری، تأمین مالی پروژهتوانند نق  پشتیبان برای سیاستشوند، چنین ابزارهایی میگذاری اغلب در محیطی غیرقطعی اتخاذ میسرمایه

های بزرگ شاری که وابسته برای مثال، در پروژه  (.Meijer & Bolívar, 2016Bibri & Krogstie, 2017 ;)  .های مالی ایفا کنندکنترل ریسک 

گذاری کمک کند. از  اطمینان و افزای  جذابیت سرمایهتواند به کاه  عدمبه چند متغیر قیمتی هستند، طراحی ابزارهای مشتقه مناسب می

مدل توسعه  منظر،  ارزش این  دقیق  اختیاهای  برای گذاری  لازم  تحلیلی  زیرساخت  از  بخشی  بلکه  مالی،  صرفاً  مسئله  یک  فقط  نه  معامله  ر 
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گذاری این ابزارها،  های ریاضی مستحکم جات ارزش بدون وجود مدل  (.Janssen et al., 2020)آید  حکمرانی مالی در شار هوشمند به شمار می

عملاً  سیاست شاری  ریسک گذاران  باینه  پوش   به  سرمایهقادر  زیرساخت های  در  خصوصی  بخ   مشارکت  ظرفیت  و  نبوده  های  گذاری 

 یابد. هوشمند به دلیل عدم امنیت مالی به شدت کاه  می

تبط با انرژی، اند. کالاهای مرهای پایه در اقتصاد نوین شاری با رفتارهای قیمتی پیچیده و گاه غیرخطی مواجه از سوی دیگر، بسیاری از دارایی 

غالباً تحت تأثیر جا فلزات، خدمات فناوری و حتی شاخص  & Cont) گیرندهای ساختاری قرار میهای ناگاانی و شوکهای چنددارایی، 

(Tankov, 2004; Merton, 1976 .  شوند  های کلاسیک مبتنی بر حرکت هندسی براونی، اگرچه مبنای مامی در ادبیات مالی محسوب میمدل

(Black & Scholes, 1973)،  های ناگاانی قیمت،  ها جا های بازار نیستند؛ زیرا در آن اما در بسیاری از موارد قادر به بازنمایی کامل واقعیت

از مدل (Merton, 1976; Kou, 2002) شود  درستی منعکس نمیدی، و نوسانات شدید بهرخدادهای ح -های پخ به همین دلیل، استفاده 

های  کردن پرشدلیل توانایی در لحاظها بهمدلکند. این  ها فراهم میتری برای توصیف رفتار داراییگرایانهویژه مدل مرتون، امکان واقعپرش، به

 .ترنداند، مناسبهای ساختاری مواجه قطعیت بالا و شوکهایی که با عدمقیمتی، برای محیط

(Ait-Sahalia & Jacod, 2014; Cont & Tankov, 2004).    توان در ساختار اقتصادی شارهای هوشمند ها را میآن هایی که بسیاری از  محیط

های ناگاانی  های به کار رفته در حوزه مالی شاری، وقوع جا های پیشین در این است که اغلب مدلمشاهده کرد. شکاف اساسی پژوه 

سیاست تغییر  از  بحرانناشی  گرفتهها،  نادیده  را  فناورانه  تحولات  و  اقتصادی  رویکردی  های  شدت  سادهاند؛  به  را  واقعی  ریسک  که  انگارانه 

ندرت بر پایه یک متغیر منفرد ها بهگیری افزون بر این، در دنیای امروز تصمیم انجامد.های کلان میریزی گیرد و به شکست برنامهکم میدست

میان چندانجام می ناچارند  و مدیران شاری  است  چندمعیاره  ذاتاً  نیز  بهشود. حکمرانی شار هوشمند  داده  منبع  و  زمان  طور همین شاخص 

برقرار کنند   ابزارهای مالی چنددارایی و چندشاخصی، از جمله از همین.   (Bibri & Krogstie, 2017; Meijer & Bolívar, 2016)تعادل  رو، 

رنگین ویژهاختیارهای  اهمیت  رنگینمیای  کمانی،  معامله  اختیار  بهیابند.  ساامه،  دو  امکان  کمانی  پیچیده،  مشتقه  ابزارهای  از  یکی  عنوان 

های  گذاری، پروژهایههای مرتبط با ریسک سبدهای سرمتواند در تحلیلسازد و میگذاری بر اساس رفتار توأمان دو دارایی را فراهم میارزش 

   ;Stulz, 1982Rubinstein, 1991(Johnson, 1987 ;)  .ای مورد استفاده قرار گیردبع درآمدی یا هزینهمنه به دوهای وابستداراییزیرساختی ویا

ها  زمان چند متغیر هستند و ارزیابی آنها اغلب تابع همتصمیمین ویژگی با منطق حکمرانی شار هوشمند همسو است؛ زیرا در شار هوشمند، ا

وابستگینیازمند مدل را بهها و همبستگیهایی است که  عدم توسعه مدلها  بگیرند.  ارزشدرستی در نظر  به طور های  گذاری چنددارایی که 

جا هم واقعزمان  ارزیابی  از  مانع  دهند،  پوش   را  قیمتی  کلانهای  پروژهژهپروگرایانه  است؛  شده  شاری  ماهیت  های  معمولاً  که  هایی 

 کننده ناایی سود و زیان است. ها تعیینها در آنمتغیره ندارند و وابستگی متقابل داراییتک

می زمانی  تناا  واقع، شار هوشمند  بهدر  بهتواند  نه صرفاً  را  ریسک  باشد  قادر  آن  که حکمرانی  کارآمدی حرکت کند  و  پایداری  عنوان سوی 

گذاری دقیق ابزارهای مشتقه، از ارزش   (.Kitchin, 2014OECD, 2019 ;)گذاری ببیند  قیمتمدیریت و قابلای قابلعنوان پدیدهتادید، بلکه به

آوری سیستم شاری در تواند به شفافیت بیشتر در تصمیمات مالی، بابود تخصیص منابع، و افزای  توان تابجمله اختیارهای چنددارایی، می
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اقتصادی کمک کندبرابر شوک  اقتصاد  (  Bolívar, 2016; Janssen et al., 2020)   &Meijer های  پیوند میان  برای  را  چنین رویکردی، زمینه 

می فراهم  هوشمند  شار  حکمرانی  و  پیشرفته  خدمت  مالی  به  ریاضی  ابزارهای  و  کمی  تحلیل  آن  در  که  پیوندی  در تصمیمسازد؛  سازی 

در این میان، بازار بورس و ابزارهای مالی مرتبط با آن، نق  کلیدی در تسایل جریان سرمایه و پوش     آیند.های پیچیده شاری درمیمحیط

پروژهریسک  از  ناشی  میهای  ایفا  هوشمند  شار  زیرساخت های  از  بسیاری  پروژهکنند.  قالب  در  امروزه  که  شاری  تعریف  های  هوشمند  های 

پذیر است. بورس شده در بورس )مانند اوراق مشتقه( امکانهستند که از طریق ابزارهای پذیرفته های تأمین مالی نوآورانهشوند، نیازمند مدلمی

دارایی نقدشوندگی  برای  بستری  عنوان  به  تناا  مینه  عمل  زیرساختی  داراییهای  قیمت  در  بازار  انتظارات  انعکاس  با  بلکه  دادهکند،  های  ها، 

ویژه  از آنجا که نوسانات قیمت در بورس، به  (.;Merton, 1976Hull, 2022 )آورد  ی فراهم میحیاتی را برای مدیریت ریسک در حکمرانی شار

، گذاری مشتقه در بورسهای پیشرفته قیمت های واقعی در اقتصاد شاری است، استفاده از مدلدهنده شوکدر بخ  انرژی و فناوری، بازتاب

پایداری مالی سیستم مدیران شاری را قادر می های  های شاری را در برابر تلاطمسازد تا نسبت به نوسانات غیرمنتظره واکن  نشان داده و 

  های شاری تا کنون درآوری پروژهگذاری بازار سرمایه و تابناگاانی بازار محافظت کنند. با این وجود، پیوند تحلیلی میان سازوکارهای ارزش 

تصمیم موضوعی که  است؛  نشده  تبیین  به طور شفاف  پژوهشی  داراییبستر  با  آن  تطبیق  و  بورس  بازار  نوسانات  با  مواجاه  را در  های  گیران 

 شاری با اباام عملیاتی مواجه کرده است.

پردازد. انتخاب  ش مرتون میپر-کمانی دو ساامه تحت مدل پخ  بر این اساس، پژوه  حاضر به بررسی ارزش اختیار معامله اروپایی رنگین

های قیمتی و رفتارهای غیرعادی  سازی نسبی ساختار تحلیلی، توانایی انعکاس پرشاین مدل از آن جات حائز اهمیت است که در کنار ساده

زمان اثر کمانی دو ساامه، امکان تحلیل هماز سوی دیگر، تمرکز بر اختیار رنگین.   (Cont & Tankov, 2004; Merton, 1976)بازار را نیز دارد  

می فراهم  را  دارایی  محیطدو  در  موضوع  این  که  تصمیمکند  سازوکارهای  از  بسیاری  مشابه  چندشاخصی،  و  چندمنبعی  شار های  در  گیری 

گذاری مشتقات مالی،  رود نتایج این پژوه  علاوه بر غنای ادبیات نظری در حوزه قیمتانتظار می (.Stulz, 1982)د هوشمند، اهمیت فراوان دار

هوشمند های مالی حکمرانی  های شاری، و تقویت بنیانگذاریبتواند از منظر کاربردی نیز در طراحی ابزارهای پوش  ریسک، تحلیل سرمایه

  مورد استفاده قرار گیرد. در ناایت، این مطالعه تلاش دارد با معرفی یک چارچوب ریاضی منسجم، حلقه مفقوده میان ریاضیات مالی پیچیده و 

تصمیم تاب نیازهای  ارتقای  جات  در  جلو  به  رو  گامی  تا  سازد  برطرف  را  شاری  هوشمند  مدیریت  در  عملی  کلانگیری  مالی  شارها آوری 

 ه شود. برداشت

   مرور ادبیات

معاصر، مدل بلک مالی  ادبیات  به -در  از مامشولز  یکی  بنیانعنوان  قیمتترین  نظری در  اوراق مشتقه شناخته میهای  و سالگذاری  ها  شود 

ارزش داراییگذاری داراییمبنای تحلیل ریسک و  استوار است که قیمت  این فرض  بر  این مدل  اصلی  بوده است. منطق  ول زمان ها در ط ها 
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کنند. در قالب معادله دیفرانسیل تصادفی، این  پذیری ثابت و توزیع نرمال تبعیت میها از الگوی نوسانکنند و بازدهصورت پیوسته تغییر میبه

 شود: صورت زیر بیان میمنطق به

𝑑𝑆𝑡 = 𝜇𝑆𝑡𝑑𝑡 + 𝜎𝑆𝑡𝑑𝑊𝑡 
 

نوسانات پیوسته بازار است. با وجود کارایی بالای این چارچوب در شرایط نسبتاً باثبات، اتکای نماینده حرکت براونی و بیانگر    𝑑𝑊𝑡که در آن،  

محیط در  آن  به  عدمکامل  با  که  شوکقطعیتهایی  ساختاری،  مواجه های  گسسته  تغییرات  و  ناگاانی  محدودیتهای  ایجاد  اند،  جدی  های 

ای، های لحظه شوند؛ زیرا تصمیمات و تحولات شاری غالباً تابع دادهتر میا برجستههکند. در حوزه حکمرانی هوشمند شاری، این محدودیتمی

های زیرساختی، تغییرات سیاستی، اختلالات فناورانه و نوسانات شدید تقاضا هستند. در چنین فضایی، فرض پیوستگی مسیر قیمت که بحران 

 قعی را ندارد. های واشولز است، توان توضیح بسیاری از جا  -شالوده مدل بلک

بلک مدل  در  اصلی  نادیده-مسئله  »پرششولز،  بهگرفتن  صرفاً  را  نوسانات  مدل،  این  است.  دارایی  قیمت  در  ناگاانی  تغییرات  یا  صورت ها« 

و هموار فرض می تدریجی  بحرانکند؛ در حالیتغییرات  ناگاانی خدمات هوشمند،  قطع  مانند  رخدادهایی  اقتصاد شاری،  در  انرژی که  ، های 

یا تصمیم را در زمانی کوتاه بهگر میهای غیرمنتظره تنظیماختلال در شبکه داده  ارزش دارایی  جا کنند. به همین طور چشمگیر جابهتوانند 

تن  گرفکمهای ضخیم است، تمایل به دستها دارای دمویژه در شرایطی که توزیع بازدههای تجربی، بهشولز در مواجاه با داده-دلیل، مدل بلک

 دهد. گذاری اختیار معامله و ناتوانی در بازنمایی دقیق رفتار بازار نشان میهای واقعی دارد. این ضعف، خود را در خطای قیمتریسک 

دهد. مرتون با افزودن یک شولز ارائه می-های مدل بلکتر به کاستیبینانهتر و واقعپاسخی دقیق  (Jump-Diffusion)از این منظر، مدل مرتون  

 کند: ؤلفه پرشی به فرآیند تصادفی قیمت، امکان وقوع تغییرات ناگاانی و غیرپیوسته را در مسیر دارایی وارد مدل میم

𝑑𝑆𝑡 = (𝜇 − 𝜆𝑘)𝑆𝑡𝑑𝑡 + 𝜎𝑆𝑡𝑑𝑊𝑡 + 𝑆𝑡𝑑𝐽𝑡  
 

. این اصلاح نظری، صرفاً  شودمشخص می  𝜆دهنده جزء پرشی یا فرآیند پواسونی مرکب است که شدت وقوع آن با  نشان  𝑑𝐽𝑡در این معادله،  

بازارهایی است که در معرض شوک رفتار واقعی  به  پاسخی  بلکه  پیچیدگی ریاضی نیست،  ناگاانی قرار دارند. در واقع، مدل مرتون یک  های 

. همین تمایز،  گذاردهای ساختاری تمایز میجای آنکه همه تغییرات را در قالب نوسانات پیوسته توضیح دهد، میان نوسانات عادی و جا به

ای غالباً حاصل ترکیب دو نیرو  برای تحلیل اقتصاد شاری و حکمرانی هوشمند اهمیت ویژه دارد؛ زیرا در این حوزه، تغییرات قیمتی یا هزینه

 های گسسته. هستند: نوسانات روزمره و شوک

برتری را تقویت می پایه، نرخ باره،    کند. در اینبررسی عوامل مؤثر بر قیمت اختیار معامله نیز این  خصوص، متغیرهایی مانند قیمت دارایی 

پذیری تناا یک پارامتر یکنواخت پذیری نق  اصلی را در تعیین ارزش اختیار دارند. اما در چارچوب مرتون، نوسانزمان تا سررسید و نوسان

شود که قیمت اختیار در انی. همین ویژگی سبب میهای ناگاشود و بخشی دیگر از پرش نیست، بلکه بخشی از آن از نوسانات پیوسته ناشی می
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های  های پناان و شوکبیمه بیشتری را منعکس کند. به بیان دیگر، مدل مرتون حساسیت بیشتری نسبت به ریسکهای پرریسک، حقمحیط

 انفجاری دارد؛ موضوعی که در حکمرانی هوشمند شاری کاملاً معنادار است.

پذیری« است. در بازار واقعی، قیمت اختیارهای خارج  های کلاسیک، پدیده »لبخند نوسانجربی مام علیه مدلاز سوی دیگر، یکی از شواهد ت

پی  با  معمولاً  بلکبینیاز سود  مدل  نشان می-های  امر  همین  و  نیست  سازگار  نوسانشولز  فرض  که  قیمت،  دهد  پیوستگی  و  ثابت  پذیری 

ارائه می از واقعیت  ناقص  را توضیح میدهد. مدل  تصویری  ناهمخوانی  این  از  مؤلفه پرش، بخ  مامی  با واردکردن  لذا منطق  مرتون  دهد و 

قابل قیمتدفاعریاضی  برای  میتری  فراهم  ناپایدار  شرایط  در  بهگذاری  نکته  این  ارزشسازد.  زیرا  است،  مام  شاری  اقتصاد  در  گذاری ویژه 

 تواند صرفاً بر پایه تغییرات ملایم و تدریجی انجام شود. اری نمیهای شها و ابزارهای مالی مرتبط با زیرساختدارایی

از مدل بلک انتخاب نظری متناسب با واقعیتشولز به مدل مرتون را باید نه-در نتیجه، گذار  ارتقای تکنیکی، بلکه یک  اقتصاد  فقط یک  های 

ها،  کند که در آن شوکبینی است، مرتون جاانی را مدل میپی کننده جاانی با نوسانات هموار و قابلشولز بازنمایی-شاری دانست. اگر بلک

عنوان چارچوب نظری اند. از این رو، در این پژوه  مدل مرتون بهگذاریناپذیر از سازوکار قیمتهای ناگاانی بخشی جداییها و جا اختلال 

پرریسک تحولات  تر برگزیده میمناسب بیشتری دارد و امکان تحلیل  شود؛ زیرا با ماهیت گسسته، پراباام و  در حکمرانی هوشمند سازگاری 

 آورد. تری از ریسک و ارزش در بستر اقتصاد شاری فراهم میدقیق

های شهری سازی ریاضی برای داراییمدل   

گذاری اختیار نظری قیمتبسته هستند، از چارچوب  ی دارایی یا زیرساخت همهای شاری که دارای دو مؤلفه گذاری پروژهبرای تحلیل و ارزش 

( با نمادهای  های فناوری یا زیرساختمانند شاخصکنیم. در این رویکرد، ارزش هر دارایی شاری )های دوگانه استفاده میمعامله بر روی دارایی

𝑆1(𝑡)  و𝑆2(𝑡)  از فرایند هندسی براونی )شود که این دارایینشان داده شده و فرض می اندازهGBMها  پیروی    ℚخنثی  ی ریسک ( تحت 

 کنند: می

𝑑𝑆𝑖(𝑡) = (𝑟 − 𝑞𝑖)𝑆𝑖(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎𝑖𝑆𝑖(𝑡)𝑑𝑊𝑖(𝑡),  𝑖 = 1,2 
 

باره بدون ریسک،    𝑟که در آن   استمراری،    𝑞𝑖نرخ  𝑑𝑊1(𝑡)𝑑𝑊2(𝑡)پذیری دارایی و  نوسان   𝜎𝑖بازده  = 𝜌𝑑𝑡  بستگی معرف ساختار هم

,Φ(𝑆1میان دو دارایی است. هدف، محاسبه ارزش فعلی قراردادی است که پرداخت ناایی آن تابعی از هر دو دارایی، یعنی   (𝑇)𝑆2(𝑇))  در ،

 شود:( بیان میClosed-formبسته )باشد. ارزش این قرارداد از طریق معادله اصلی زیر در فرم شبه 𝑇زمان سررسید 

𝑉(0) = 𝑒−𝑟𝑇𝔼ℚ[Φ(𝑆1, (𝑇)𝑆2(𝑇))] 

 

ترین سطح کیفیت خدمات در دو حوزه متفاوت(  ی دو شاخص )مثلاً پایینها بر مبنای عملکرد کمینههای زیرساختی که پرداخت آندر پروژه

Φشود، یعنی  تعریف می = (𝐾 −min⁡{𝑆1, (𝑇)𝑆2(𝑇)})
به   𝜌بستگی  با پارامتر هم  𝒩2، ارزش اختیار از طریق توزیع نرمال دومتغیره  +

 آید: دست می
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𝑉𝑚𝑖𝑛 =∑𝑆𝑖

2

𝑖=1

𝑒−𝑞𝑖𝑇𝒩2(−, 𝑑1
(𝑖), 𝑑̂2

(𝑖)𝜌̂𝑖) − 𝐾𝑒−𝑟𝑇𝒩2(−, 𝑑1
(1), −𝑑1

(2)𝜌) 

 

ضرایب   رابطه،  این  𝑑1در 
(𝑖)    و𝑑2

(𝑖)  قیمت استانداردهای  با  بلکمطابق  پارامتر  -گذاری  و  شده  محاسبه  همنشان  𝜌̂𝑖شولز  بستگی  دهنده 

طوری که هرچه هاست؛ بهی آنتعامل بین دو دارایی، فراتر از مجموع سادهدهد که  بندی نشان میهاست. این فرمولنوسانات دارایی  شدهتعدیل

 گذارد.( افزای  یابد، ریسک مشترک سیستمیک افزای  یافته و بر ارزش ناایی پروژه اثر می𝜌بستگی ) هم

کرد: نخست، ارزش اختیار وابسته به    توان در سه محور خلاصه(، نتایج نظری این مدل را میCheangشده )مانند قضیه  مطابق با قضایای ارائه 

آمده، امکان تحلیل دقیق  دست ی بهبسته بستگی است. دوم، فرم شبهشدت حساس به همپذیری و بهکمینه، تابعی اکیداً نزولی نسبت به نوسان

نیاز به شبیه  را بدون  پیچیده فراهم میسازیریسک  این مدل در مقایسهای عددی  از  استفاده  با مدلکند. و سوم،  متغیره، خطای  های تکه 

دهد. در ناایت، این چارچوب تحلیلی به مدیران شاری اجازه توجای کاه  میطور قابلی شاری به های پیچیدهبینی ارزش را در پروژه پی 

داراییمی تا  سامانهدهد  یک  عنوان  به  را  رویها  این  از  استفاده  با  که  چرا  کنند؛  ارزیابی  وابسته  و  یکپارچه  ریسک ی  قادریم  ما  تحلیلی،  کرد 

 گذاری کنیم. های زیرساختی را قیمتبندی پروژهترکیب

 نتایج عددی و تحلیل حساسیت  

که توسط کلیفت و فورسیت   1جدول  ، سطوح ارزش اختیار معامله برای چاار نوع اختیار مختلف، با مجموعه پارامتر ارائه شده در  1شکل  در  

[0,2𝐾]( پیشنااد شد، بر روی دامنه قیمت دارایی 2008) × [0,2𝐾]  .نشان داده شده است 

 
اد اختیار معامله اروپایی فروش و خرید بر روی مینیمم و ماکزیمم دو دارایی برای  . سطوح ارزش اختیار معامله برای قرارد1شکل 

 1پارامترهای مجموعه  
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 . مجموعه پارامترها 1جدول 

 𝛔𝟏 𝛔𝟐 𝛒 𝛌 𝛄𝟏 𝛄𝟐 𝛒 𝛅𝟏 𝛅𝟐 r K T 

 1 100 05/0 13/0 17/0 - 20/0 10/0 - 10/0 60/0 30/0 15/0 12/0 1مجموعه 

 1 40 05/0 06/0 45/0 50/0 -2/0 - 05/0 8 70/0 30/0 20/0 2مجموعه 

 

𝑛ها، مجموع نامتناهی به صورت  های پارامترهای حسایت ریسک یا یونانی، و همچنین فرمول 3و    2ها در قضیه  سازی فرمولبه منظور پیاده =

𝑁    کهN  باشد. بسته به اندازهعدد مثبت به اندازه کافی بزرگ می λTمقدار ،N     باید به اندازه کافی بزرگ باشد به طوری که مجموع متناهی

 دقت معینی داشته باشد.  

𝑆0بههرای  1تحههت مجموعههه پههارامتر  بههرای اختیههار اروپههایی N همگرایههی فرمههول را بههرای افههزای  2شههکل 
(1)

= 100, 𝑆0
(2)

= 100 

 دهد.  نشان می

 
𝑺𝟎برای   1تحت مجموعه پارامتر   برای اختیار اروپایی N افزایش. همگرایی فرمول را برای  2شکل 

(𝟏)
= 𝟏𝟎𝟎, 𝑺𝟎

(𝟐)
= 𝟏𝟎𝟎 

 

باشد. کافی است. برای مجموعه پارامتر که به اندازه کافی بزرگ است تضمین کننده تقریب دقیق ارزش اختیار معامله می N = 10 قرار دادن  

 به طور قابل توجای بزرگتر از مجموعه پارامتر اول است.  λT(، ]1[، )معرفی شده در مرجع1جدول دوم در 
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مشخص است که   3شکل به تقریب نادرست مقادیر ارزش اختیار معامله منجر می شود، همانطور که در  N = 10 در این حالت، در نظر گرفتن

ناایت، از یک  گردد که در حذف دنباله مجموع با اندیس بیشروع به همگرایی می کند. از این رو توصیه می N = 18 مجموع تناا در حدود 

 شود.  معیار توقف استفاده شود، جایی که دقت مورد نیاز توسط کاربر مشخص می

 
𝑽(𝑺𝟎، نامگذاری با   N ( را برای افزایش حد بالای  6-3. همگرایی مجموع فرمول )3شکل 

(𝟏)
, 𝑺𝟎

(𝟏)
, 𝑲, 𝑻) |𝒏=𝟎

𝑵     1تحت مجموعه پارامتر  

𝑺𝟎جدول برای  
(𝟏)

= 𝟒𝟎, 𝑺𝟎
(𝟐)

= 𝟑𝟐 

 

نشاندهنده تعداد جملاتی است که از مجموع متناهی به    N. 1. ارزش اختیار معامله فروش در کمترین تحت پارامترهای مجموعه 2جدول 

 شوددر نظر گرفته می 𝟑−𝟏𝟎منظور دستیابی به دقت مورد نیاز 

  1مجموعه 

 𝑆0
(1)

= 90 𝑆0
(1)

= 100 𝑆0
(1)

= 110 

𝑆0
(2)

= 90 692/15 407/13 131/12 

𝑆0
(2)

= 100 192/12 136/9 517/9 

𝑆0
(2)

= 110 385/10 727/6  

N=8 
 

 2مجموعه 

 𝑆0
(1)

= 36 𝑆0
(1)

= 40 𝑆0
(1)

= 44 

𝑆0
(2)

= 36 010/23 339/22 1740/21 

𝑆0
(2)

= 40 389/22 669/21 024/21 

𝑆0
(2)

= 44 864/21 100/21 415/20 

N=23 
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تحت هر دو مجموعه پارامتر نشان   K در همسایگی توافق فروش در کمترین مقادیر ارزش اختیار معامله را برای اختیار معامله اروپایی 2جدول 

نیاز است. هنگام افزای    N = 23 و برای مجموعه پارامتر دوم به N = 8 ، برای اولین مجموعه پارامتر به 3−10می دهد. با دقت مورد نیاز  

برای   25به    23برای مجموعه پارامتر اول و از    9به    8، تعداد جملات لازم، فقط اندکی افزای  می یابد، به عبارتی از  4−10یاز به  دقت مورد ن

کند. بنابراین، محاسبه ارزش اختیار معامله با فرمول های ارائه شده را می توان تناا با مقدار محدودی کار محاسباتی  دومین مجموعه کفایت می

 ت مناسب انجام داد. به منظور تکمیل مبحث، نتایج با نتایج یا تکنیک های شناخته شده در جدول مقایسه شده است.  با دق

 ( Clift & Forsyth, 2008محاسبه شده در منبع )   N. 1. ارزش اختیار معامله فروش در کمترین تحت پارامترهای مجموعه 3جدول 

  1مجموعه 

 𝑆0
(1)

= 90 𝑆0
(1)

= 100 𝑆0
(1)

= 110 

𝑆0
(2)

= 90 684/15 403/13 129/12 

𝑆0
(2)

= 100 185/12 131/9 515/7 

𝑆0
(2)

= 110 379/10 721/6 830/4 

N=8 
 

پارامتر اول با نتایج گزارش شده در منبع ]  شده است، که با حل یک  نشان داده    3جدول  [ مقایسه و در  18به این ترتیب، نتایج مجموعه 

PIDE   متناهی و یک طرح زمان از تفاضلات  استفاده  ثابت کرانکبا  گام زمانی،  اند. در هر طول  نیکلسون به دست آمده-بندی تکرار نقطه 

شود که از حل یک سیستم شود و بخ  انتگرالی به روش تکراری مدیریت میبه طور ضمنی برخورد می PIDE واکن -انتشار-بخ  همرفت

ایند  با ماتریس بزرگ و متراکم اجتناب گردد. به منظور داشتن نتایج دقیق، باید یک شبکه مکانی و زمانی مناسب انتخاب شود. بنابراین، این فر

، مشاهده می  1در مورد مجموعه    3و    2نیاز به کار محاسباتی بیشتری نسبت به فرمول های مشتق شده در بالا دارد. با مقایسه مقادیر جداول  

با استفاده  فروش در کمترین  سازی مونت کارلو است. مقادیر اختیار معامله  های پرکاربرد شبیهشود که آناا نزدیک هستند. یکی دیگر از تکنیک

 نشان داده شده است.   4جدول به دست آمده است، که این حالت در  2و  1مسیر شبیه سازی شده در هر دو مجموعه پارامتر   106از  

باشند، اما نیاز به کار محاسباتی بسیار بیشتری دارند. از  ( می3.6در واقع، این مقادیر بسیار نزدیک به مقادیر به دست آمده با استفاده از فرمول )

ر  این رو، علاوه بر مزیت ذاتی داشتن یک راه حل فرم نیمه بسته، فرمول های مشتق شده همچنین امکان محاسبه مقادیر گزینه دقیق را با مقدا

 تحقیقات آینده استفاده شود.   محدودی کار محاسباتی فراهم می کند و از این رو می تواند به عنوان معیاری برای

.  حاصل از تخمین مونت کارلو. خطای استاندارد تخمین  2و  1. ارزش اختیار معامله فروش در کمترین تحت پارامترهای مجموعه 4جدول 

له تحت پارامترهای های اختیار معامبرای همه  ارزش  0/ 011و  1های اختیار معامله تحت پارامترهای مجموعه برای همه  ارزش 0/ 009تقریبا 

 باشد. می  1مجموعه  

  1مجموعه 

 𝑆0
(1)

= 90 𝑆0
(1)

= 100 𝑆0
(1)

= 110 

𝑆0
(2)

= 90 701/15 400/13 132/12 

𝑆0
(2)

= 100 221/12 132/9 519/7 

𝑆0
(2)

= 110 387/10 714/6 821/4 
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 2مجموعه 

 𝑆0
(1)

= 36 𝑆0
(1)

= 40 𝑆0
(1)

= 44 

𝑆0
(2)

= 36 025/23 337/22 755/21 

𝑆0
(2)

= 40 383/22 677/21 036/21 

𝑆0
(2)

= 44 851/21 094/21 421/20 
 

 
برای اختیار معامله  فروش در کمترین تحت مجموعه   𝚫)بالا سمت راست(، و دوگان   𝚫𝟐)بالا سمت چپ(،   𝚫𝟏های مرتبه اول  . یونانی4شکل 

 جدول 1پارامتر 

 
برای اختیار معامله  فروش در کمترین تحت    𝚪𝟏𝟐)بالا سمت راست(، و دوگان   𝚪𝟐)بالا سمت چپ(،   𝚪𝟏های مرتبه دوم  . یونانی5شکل 

 جدول 1مجموعه پارامتر 
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گیری  نتیجه بحث و  13  

هایی  های فیزیکی و خدمات عمومی نیستند، بلکه به سامانهزیرساختای از  ویژه در بستر تحولات فناورانه، دیگر تناا مجموعه شارهای امروز، به

 Batty et) گیری در زمان واقعی جریان دارد  ها اطلاعات، انرژی، سرمایه و تصمیماند که در آنپیوسته تبدیل شدهشدت به همپیچیده، پویا و به

;al., 2012Kitchin, 2014.)  فناوری از  استفاده  به  تناا  هوشمند  شار  مفاوم  بستری،  چنین  نمیدر  محدود  نوین  مستلزم های  بلکه  شود، 

است؛ حکمرانیشکل نوعی حکمرانی هوشمند  عدمگیری  بتواند  ریسکقطعیتای که  را شناسایی،  را  ها  منابع محدود شاری  و  را مدیریت  ها 

دهد  به تخصیص  کارآمد  پی   . (Meijer & Bolívar, 2016; Nam & Pardo, 2011)صورت  از  یکی  منظر،  این  شار  از  حکمرانی  نیازهای 

ریسک با  مواجاه  برای  مناسب  مالی  و  تحلیلی  ابزارهای  از  برخورداری  هدف  هوشمند،  با  پژوه   این  است.  چندبعدی  و  پیچیده  های 

برای  گذاری  قیمت معامله  )  11اختیار  متناهی  تفاضلات  روش  از  استفاده  با  بورسی  برتر  حساسیت FDMشرکت  پارامترهای  تحلیل  و   )

ابزارهای تحلیلی برداشته است.)یونانی این  دهد که حکمرانی هوشمند صرفاً  ها نشان میاز منظر نظری، این یافته  ها(، گامی در جات تبیین 

نیز وابسته است. به بینیگذاری، سنج  ریسک و پی نه نیست، بلکه به سازوکارهای دقیق قیمتیک مفاوم مدیریتی یا فناورا پذیری مالی 

های حساسیت آن، نق   بیان دیگر، اگر شار هوشمند را یک نظام پیچیده و باز در نظر بگیریم، آنگاه ابزارهایی مانند اختیار معامله و شاخص

سازی مبتنی بر داده را فراهم  ها به تغییرات محیطی و تصمیمنند؛ زبانی که امکان تشخیص واکن  داراییک زبان تحلیلی این نظام را ایفا می

های کمی  گیری شاری بدون اتکا به مدلدهد تصمیممحور، اهمیت این پژوه  در آن است که نشان میسازد. در چارچوب حکمرانی دادهمی

اتکا، به سمت حدس و آزمون اقتصاد شاری، چنین رویکردی را بهوخطا میل میقابل  شدت پرهزینه و ناکارآمد  کند؛ در حالی که پیچیدگی 

 سازد. می

دهد  های این پژوه  نشان داد که روش تفاضلات متناهی، به دلیل پایداری و دقت بالا، تقریب مناسبی از ارزش اختیار معامله ارائه مییافته

نتایج مطالعات پیشگام در زمینه روش   Cont & Voltchkova)سو است  نفوذ، هم-های پرشهای عددی برای مطالبات احتمالی و مدلکه با 

(2005; d’Halluin et al., 2005 .  های پیچیده، مورد تأیید پژوهشگران متعددی  علاوه بر این، کارایی محاسباتی این روش در مواجاه با مدل

روش سایر  با  مقایسه  در  را  آن  برتری  که  است  کردهبوده  اثبات  عددی  این  (Salmi & Toivanen, 2014; Clift & Forsyth, 2008)   اندهای 

 ,Merton) نفوذ  -های کلاسیک پرشکند؛ متغیری که در مدلگذاری ایفا میای در ارزش کنندهپذیری، نق  تعیینپژوه  نشان داد که نوسان

;1976Kou, 2002) شود.شناخته می نیز به عنوان مؤلفه اصلی عدم قطعیت 

مدل که  است  جات  آن  از  نتیجه  این  فرضاهمیت  یا  ثابت  نوسان  بر  مبتنی  و  های  واقعی  بازارهای  با  مواجاه  در  کلاسیک،  ایستای  های 

دارایی رفتار  ندارند. در حالی که  توضیح کافی  توان  در محیطچندناهمگن،  مالی  بههای  واقعی،  تغییرات  های  یا  بحران  تن ،  ویژه در شرایط 

عدم با جا  و  اغلب  برتری مدل پخ  سیاستی،  بنابراین،  بلکه  -پیوستگی همراه است.  برتری عددی نیست،  تناا یک  پژوه   این  پرش در 

سازی مالی موفق،  کند که مدلن منظر، نتایج پژوه  تایید میهای پیچیده بازار است. از ایتر شدن تحلیل مالی به واقعیتدهنده نزدیکنشان
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های  زمان دو سطح از نوسان را داشته باشد: نوسان پیوسته ناشی از تغییرات عادی بازار و نوسان جاشی ناشی از شوکباید توانایی جذب هم

ای مناسب  های بورسی، به گزینهویژه در فضای دارایی ههای پرتلاطم و ناپایدار، بساختاری. همین ویژگی است که مدل مرتون را برای محیط 

دهد تا در برابر نوسانات بازار از خود گذاران اجازه میها )مانند دلتا و وگا( به سرمایهدر فضای مالی، دقت در محاسبات یونانی  کند. تبدیل می

با منطق حکمرانی هوشمند در شارهای هوشمند هم  .(Tavella & Randall, 2000)محافظت کنند   پوشانی دارد؛ جایی که  این رویکرد دقیقاً 

های ریاضی قوی و پایداری نیازمند مدل  Stulz, 1982)  و  Margrabe, 1978های مبادله دارایی  مشابه مدلسازی منابع )مدیریت ریسک و باینه

های  توانایی مدل  (Da Fonseca et al., 2007; Boen & in’t Hout, 2021)های پیچیده و غیرخطی را تحلیل کنند  بستگیاست که بتوانند هم

این هم تحلیل  در  ابزاری  بستگیعددی  داراییها،  برای مدیریت  قیمتراهبردی  در  نوین  رویکردهای  با  است که  گذاری مشتقات های شاری 

 قابل مقایسه است. (Caldana et al., 2015; Cheang & Chiarella, 2011)  مالی

یونانی تحلیلی،  منظر  شاخصاز  فقط  معاملهها  برای  فنی  میهای  بلکه  نیستند،  »حساسیت آنتوان  گران  معادل  را  در سنجها  تصمیم«  های 

دهد ارزش اختیار نسبت به تغییرات دارایی پایه چه واکنشی دارد، در مدیریت شاری  گونه که دلتا نشان میحکمرانی هوشمند دانست. همان 

دهد. این  قطعیت چگونه کل ساختار تصمیم را تحت تأثیر قرار میذار نیاز دارد بداند یک تغییر کوچک در قیمت، تقاضا یا عدمگنیز سیاست

خورد. به بیان دیگر، اگر شار هوشمند ای است که تحلیل حساسیت از سطح مالی فراتر رفته و به منطق حکمرانی پیچیده پیوند میهمان نقطه

شبکه  اجزرا  از  واکن ای  و  وابسته  یونانیای  آنگاه  بدانیم،  میپذیر  امکان  و  دارند  عاده  بر  را  سیستم  پویایی  پای   ابزار  نق   که  ها  دهند 

محور، پیشنااد این پژوه  مبنی بر نمای   از نگاه حکمرانی داده  نگر و پیشگیرانه منتقل شود.گیری از حالت واکنشی به حالت پی تصمیم

طور که استفاده از  های شار هوشمند است. همانپروژهشابه نیاز به شفافیت اطلاعاتی درحساسیت ریسک در بسترهای معاملاتی، مپارامترهای  

پیشرفته  روش معامله(Briani et al., 2007; Feng & Linetsky, 2008) های عددی  تصمیمبه  داشبوردهای  گیری میگران قدرت  ارائه  دهد، 

 ,Cont & Tankov, 2004; Wystup)های زیرساختی منجر شود  آوری در برابر بحران تواند به افزای  تابهوشمند مدیریتی در شارها نیز می

بلکه به عنوان چارچوبی برای (، Fahim, 2019)گذاری ت متناهی نه تناا به عنوان ابزاری برای حل معادلات قیمتبنابراین، روش تفاضلا. 2017)

 اداره هوشمند جوامع پیچیده قابل تعمیم است. 

از منظر نظری اهمیت ویژه اخلاقی یا مدیریتی نیست، بلکه زیرساختی برای دهد شفافیت صرفاً یک ارزش  ای دارد، زیرا نشان میاین نتیجه 

افکنند،  ها سایه میهای چندگانه بر تصمیمبستگی، نوسانات شدید و همآوری سیستمی است. در محیطی که اطلاعات ناقصکارایی مالی و تاب

می پیشرفته  عددی  ابزارهای  و  تحلیلی  عدمداشبوردهای  میان  فاصله  کاه  توانند  را  تصمیم  و  همان  قطعیت  واقع،  در  شار دهند.  که  گونه 

ای و تفسیرپذیر است، بازار سرمایه نیز برای کنترل ریسک، نیازمند نمای   های لحظهعمومی نیازمند دادههوشمند برای مدیریت باتر خدمات  

تبیین پژوه  میها و سناریوهای قیمتپذیر حساسیتدقیق و  این  این رو، خروجی  از  به عنگذاری است.  برای  تواند  الگوی تحلیلی  وان یک 

های ریسک در بازار سرمایه،  افزارهای کمکی جات محاسبه شاخص یار مالی و مدیریتی تلقی شود.در پایان، توسعه نرم های تصمیمتوسعه سامانه

بازار می کارایی  ارتقای  باعث  تناا  را در مدیریت کلاننه  الگوی حکمرانی هوشمند  بلکه  تقویت میشود،  نیز  این همکشاری  میان  ند.  افزایی 
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مالی   دقیق  ضرورت     (Laurence & Wang, 2008; Hurd & Zhou, 2010; Dempster & Hong, 2002)ابزارهای  شار و  مدیریتی  های 

میهو نشان  درشمند،  پایداری  که  بارهسیستم دهد  مستلزم  شاری،  و  اقتصادی  مدلهای  از  کارآمد  گیری  عددی   ;Shreve, 2004)های 

(Chambers, 2007  های محیطی است.قطعیتبرای مدیریت نوسانات و عدم 

-های پخ ویژه در قالب اختیارهای چنددارایی و تحت مدلگذاری اختیار معامله، بهقیمت بر این اساس، نتیجه ناایی پژوه  آن است که  

آید. این  ریاضیات مالی نیست، بلکه بخشی از سازوکار حکمرانی هوشمند در بستر اقتصاد شاری به شمار می  پرش، صرفاً یک مسئله فنی در

کنند.  آوری مالی را فراهم میتر، کنترل باتر ریسک و افزای  تابریزی دقیقرنامهقطعیت به کمیتی قابل سنج ، امکان بابزارها با تبدیل عدم

های عددی پیشرفته نیز پذیرتر شود، ضرورت استفاده از مدلتر و نوسانتر، غیرخطیگیری پیچیدهتوان گفت هرچه محیط تصمیمدر نتیجه، می

گذاری دارد و ها، ظرفیت مناسبی برای این نوع قیمتهی در کنار تحلیل یونانیشود. پژوه  حاضر نشان داد که روش تفاضلات متنابیشتر می

ابزارهای تصمیممی یار مالی، طراحی سازوکارهای پوش  ریسک و تقویت زیرساخت تحلیلی حکمرانی هوشمند نق  مؤثری تواند در توسعه 

یک جمع در  کند.  میایفا  تأکید  مطالعه  این  ناایی،  پایداریبندی  که  قیمت  کند  دقیق  ابزارهای  بدون  شار هوشمند  و سنج  مالی  گذاری 

ریسک و حکمرانی داده مالی، مدیریت  پیوند میان ریاضیات  ارتقای تابریسک، قابل تحقق نیست و  اصلی  از مسیرهای  آوری در محور، یکی 

 های اقتصادی و شاری آینده است.نظام

 تعارض منافع

 . تضاد منافعی وجود ندارد حاضر، هیچگونه مطالعهرانجام د

 تشکر و قدردانی 

حاضر ارائه   یپژوه  کمک کردند و نظرات ارزشمندشان را در مورد متن مقاله  میکه به ت  یافراد  ی از تمام  دانند یم   لازمنگارندگان بر خود  

 .  کنند یدادند، سپاسگزار

 مشارکت نویسندگان  

 . مقاله تمامی نویسندگان نق  یکسانی ایفا کردند ندر نگارش ای

 موازین اخلاقی 

 . شده است انجام انسانی  هایدرپژوه ق اخلا اصول پژوه  با رعایت تمامین ای

هاشفافیت داده  

 . رعایت اصول کپی رایت ارسال خواهد شد نها و مآخذ پژوه  حاضر در صورت درخواست از نویسنده مسئول و ضمداده



 حکمرانی و شهر هوشمند 
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 .پژوه  حامی مالی نداشته است نای
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Valuation of European Two-Asset Rainbow Options under the Merton Jump-Diffusion Model 

 

Extended Abstract 

Introduction 

This study investigates the valuation of European two-asset rainbow options under the Merton jump-diffusion model, with 

particular emphasis on the relevance of such pricing frameworks for complex urban and financial systems. Rainbow options 

are a class of multi-asset derivatives whose payoff depends on the minimum or maximum of two underlying assets. Because 

their value is linked to the joint behavior of correlated assets, they are more difficult to price than standard single-asset 

European options. In modern financial environments, especially those associated with smart-city investments and 

interconnected urban infrastructures, risk is shaped not only by continuous market fluctuations but also by abrupt shocks, 

structural uncertainty, and nonlinear interdependence among asset values. The paper addresses this challenge by proposing a 

valuation framework that incorporates both diffusion risk and jump risk, thereby offering a more realistic representation of 

asset-price dynamics in uncertain environments . 

Literature Review and Theoretical Framework 

The theoretical foundation of the study is based on the evolution of option pricing theory from classical continuous-time 

models toward more flexible jump-based models. Traditional approaches such as the Black-Scholes framework assume that 

asset prices evolve continuously and that sudden discontinuities do not occur. Although these assumptions simplify valuation, 

they often fail to capture real market behavior, especially during crises, policy shifts, technological disruptions, or sharp 

macroeconomic adjustments. Prior studies in financial mathematics have shown that exotic options, particularly rainbow 

options, require more advanced pricing structures because their payoffs depend on several underlying risk factors 

simultaneously. The Merton jump-diffusion model extends the standard diffusion setting by allowing random jumps in asset 

prices through a Poisson process combined with normally distributed jump sizes. This framework is especially appropriate for 

modeling markets exposed to rare but influential shocks. Within the context of urban and infrastructure-related financial 

decision-making, the paper positions rainbow options as useful analytical instruments for measuring multidimensional 

exposure and designing more adaptive risk-management strategies. 

Mathematical Modeling for Urban Assets 

The paper develops a mathematical valuation model for European call and put options written on the minimum and maximum 

of two correlated assets under the Merton jump-diffusion process. Each asset is modeled through a stochastic differential 

equation that includes both a continuous diffusion component and a discontinuous jump component. Correlation between the 

two assets is explicitly incorporated because the joint dependence structure plays a central role in determining the payoff of 

rainbow options. Based on this framework, the authors derive semi-closed-form pricing formulas for the four principal 

contracts: call on the minimum, put on the minimum, call on the maximum, and put on the maximum . 

A key feature of the resulting formulas is the presence of an infinite series generated by the jump structure of the Merton 

model. Since this series cannot be evaluated directly in practical implementations, a truncation parameter is introduced to 

approximate the option value with finite computation. The paper carefully studies the role of this truncation level and shows 

that its adequacy depends on the product of jump intensity and time to maturity. To support numerical implementation and 

model verification, the theoretical formulas are complemented by finite difference methods and Monte Carlo simulation. The 

model is therefore both analytically grounded and computationally testable, which increases its usefulness for applications 

involving complex urban financial assets and correlated investment structures. 
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 Numerical Results and Sensitivity Analysis 

The numerical analysis demonstrates that the proposed pricing formulas perform well across different market parameter 

settings. Using benchmark parameter sets drawn from previous studies, the paper evaluates the option values for the minimum- 

and maximum-based contracts and compares the outcomes with numerical approximations. The results show that convergence 

of the truncated infinite series is highly sensitive to the value of the parameter product λT. For smaller values, a relatively low 

truncation level is sufficient to achieve accurate estimates. However, for larger values of jump intensity or maturity, a 

substantially higher number of terms is required. This finding is important because it shows that the accuracy of rainbow 

option pricing under jump-diffusion dynamics cannot rely on a fixed computational cutoff . 

The sensitivity analysis further reveals that option values are strongly affected by volatility, asset correlation, and jump 

intensity. Volatility plays a major role because it influences the dispersion of possible future asset values. Correlation is 

especially important for rainbow options, since the payoff depends on the relative joint movement of the two underlying assets. 

A higher or lower correlation can significantly alter the likelihood that the minimum or maximum asset reaches favorable 

payoff regions. Jump intensity is another decisive variable, as more frequent jumps increase the probability of extreme 

outcomes and reshape the distribution of future prices. The paper also examines the Greeks, including first- and second-order 

sensitivities, in order to quantify the response of option values to changes in underlying market inputs. These results confirm 

that the jump-diffusion framework captures dimensions of risk that continuous models may underestimate or ignore . 

Discussion and Conclusion 

The findings of the study indicate that the valuation of European two-asset rainbow options under the Merton jump-diffusion 

model provides a robust and realistic framework for pricing multi-asset derivatives in environments characterized by 

uncertainty and sudden shocks. From a mathematical perspective, the paper contributes by deriving semi-closed-form solutions 

and clarifying the convergence behavior of the associated infinite series. From an applied perspective, it shows that advanced 

pricing techniques can support better risk measurement and decision-making in complex systems such as urban infrastructure 

portfolios, smart-city financial planning, and interconnected investment environments . 

The discussion emphasizes that modern cities and their financial structures are increasingly exposed to multiple layers of 

uncertainty, including market volatility, technological disruption, and systemic shocks. In such settings, relying solely on 

continuous pricing models may lead to incomplete valuation and weak risk assessment. By incorporating jumps, the Merton 

model offers a richer and more realistic description of financial dynamics. The combination of analytical formulas, finite 

difference implementation, Monte Carlo validation, and Greek-based sensitivity analysis makes the proposed framework 

valuable for both researchers and practitioners. Overall, the study concludes that nonlinear and shock-sensitive pricing models 

are essential for understanding multidimensional financial exposure and for improving resilience in data-driven and 

economically complex urban systems. 

Keywords: Rainbow Option, Merton Jump-Diffusion Model, Smart City Governance, Finite Difference Method, Risk 

Management, Multi-Asset Derivatives. 
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